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LABORATORIO DI MATEMATICA 

Dall’Algebra all’Analisi Matematica (di Emilio Ambrisi) 

                                                    

L’ontogenesi ricapitola la filogenesi (E. Haeckel, 1866) 

L’atteggiamento matematico dal 1650 al 1750 circa 

 

Le limitazioni delle sistemazioni didattiche. Esempi: sistemi di numerazione, angoli di un poligono, 

divisione dei polinomi, integrali definiti, ecc… 

Esercizio di riscaldamento: 

Qual è il resto della divisione di 𝑥3 + 𝑥5 + 𝑥7 + 𝑥11 + 𝑥13 + 𝑥17 + 𝑥19 per 𝑥2 − 1? 

 

L’algoritmo della divisione tra due polinomi A e B (B≠0), di gradi rispettivi n e m, impariamo, 

solitamente, ad applicarlo quando 𝑛 ≥ 𝑚 e i polinomi sono ordinati secondo le potenze decrescenti 

della x. Applichiamolo al caso in cui è A=1 e B=1+x; è, cioè, 𝑛 < 𝑚 e i polinomi sono ordinanti 

secondo le potenze crescenti. 

  1  1+x___ 

 -1-x  1-x+x
2
 

   // -x 

     +x+x
2
 

      //   x
2
 

 

Risultato: 
1

1+𝑥
= 1 − 𝑥 + 𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4 + ⋯+ (−1)𝑛𝑥𝑛 + ⋯     (1) 

E’ un polinomio? Si perde la struttura di anello? C’è analogia con le progressioni? 

Mettiamoci in una situazione d’origine. Nella situazione, cioè, dei matematici che cominciavano ad 

avere a che fare con oggetti – le serie - che ancora 

per molto tempo appariranno come a N.H. Abel 

(1802-1829), strumenti del diavolo. 

Possiamo provare ad ottenere nuovi sviluppi. 

Provare cambiando nella (1) 𝑥 in – 𝑥 o in 𝑥2 o in 𝑥3 

o eseguendo nuove divisioni di 1 per 1 − 𝑥, 1+𝑥2,   

1+ 𝑥3,(1 − 𝑥)2, …. 

Possiamo fare laboratorio matematico, sperimentando! Tanto in matematica gli esperimenti costano 

veramente poco e tutti possono permetterseli. Possiamo fare matematica ripercorrendo la via 

genetica. Possiamo provare ad investigare che succede per particolari valori assegnati a x? 

Siano 𝐴 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ⋯ . . 𝑎𝑛𝑥
𝑛  e B= 𝑏0 +

𝑏1𝑥 + ⋯ . . 𝑏𝑛𝑥
𝑚  due polinomi con 𝑏0 ≠ 0. Per 

ogni 𝑘 ∈ 𝑁 fissato esistono dei polinomi Q ed 

R, determinati in modo unico, tali che 

𝐴 = 𝐵𝑄 + 𝑥𝑘+1𝑅 e 𝑔𝑟𝑎𝑑𝑜 𝑄 ≤ 𝑘. [vedi 

ANTOLOGIA, Geymonat] 

1

1 − 𝑥
≈ 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + ⋯+ 𝑥𝑛  

Se avessimo diviso 1 − 𝑥𝑛+1 per 1 − 𝑥, quale 

sarebbe stato il risultato? 

Per  𝑥 < 1 
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Se x=1, è:  
1

2
= 1 − 1 + 1 − 1 + ⋯………… . ? Che se ne pensava? E se 𝑥 = −1 o −2 o ecc…? 

Ancora i lavori di Eulero (1707-1783) sono pieni di “ragionamenti” sui risultati ottenuti anche con 

arrangiamenti diversi dell’espansione seriale. Ad esempio: 

0 =  1 − 1 + (1 − 1) + ⋯ … oppure 1 = 1 −  1 − 1 −  1 − 1 − ⋯…. . 

Ecco allora anche qualche “grande” della matematica credere che lo sviluppo dovesse avere valore 
1

2
 perchè valore mediano ( un’anticipazione del criterio della media alla Cesaro?). Un altro esempio 

si ha con la considerazione di: 

𝑙𝑛2 = 1 −
1

2
+

1

3
−

1

4
+

1

5
−

1

6
…… ..  che riordinando i termini si può scrivere: 

𝑙𝑛2 =  1 +
1

3
+

1

5
+

1

7
… . .  −  

1

2
+

1

4
+

1

6
+

1

8
… . .    ovvero 

𝑙𝑛2 =   1 +
1
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+

1

8
… . .   − 2  
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+

1

4
+

1

6
+

1

8
… . .  =  

 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
… . .  −  1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
… . .  = 0  

Fatto importante: alla (1) si giunge anche per altra via. Allo stesso risultato si arriva con 

un’attività che era, probabilmente, il divertimento dei matematici dell’epoca e anche di Newton il 

quale congetturò: lo sviluppo 

(1 + 𝑥)𝑚 = 1 +
𝑚

1
𝑥 +

𝑚(𝑚−1)

1∙2
𝑥2 +

𝑚 𝑚−1 (𝑚−2)

1∙2∙3
𝑥3 + ⋯…….   (2) 

è valido non solo per valori interi positivi dell’esponente m ma anche per valori fratti e negativi. In 

effetti, per qualsiasi valore numerico di m. 

Applicate la congettura N per calcolare lo sviluppo di 

(1 + 𝑥)𝑚  per 𝑚 = 1/2,−1, 1/3, 2/3,… 

Con la congettura N si ottiene: 

(1 + 𝑥)1/2 = 1 +
𝑥

2
−
𝑥2

8
+

𝑥3

16
−

5

128
𝑥4 + ⋯… . .. 

E’ uno sviluppo valido? Newton “moltiplicò la serie per se stessa”; il risultato avrebbe dovuto 

essere 1 + 𝑥. Controllate e controllate se è vero che:  

(1 + 𝑥)1/3(1 + 𝑥)2/3 = 1 + 𝑥 

A che serve?  L’integrazione termine a termine porta nuovi sviluppi [Vedi ANTOLOGIA, Agnesi]:  

1

1+𝑥2 è la derivata di 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥 e 
1

 1−𝑥2
 lo è di 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛𝑥 

Di qui gli sviluppi in serie, le quadrature e le approssimazioni. Ad esempio: 

La sensazionale scoperta (1668) di 

Mercator della serie log 1 + 𝑥 =

− (−𝑥)𝑛/𝑛∞
1  apre prospettive nuove 

sulle applicazioni delle serie……………..(N. 

Bourbaki, 1960) 
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𝜋

4
= 1 −

1

3
+

1

5
−

1

7
+

1

9
−⋯+

(−1)𝑛

2𝑛 + 1
+ ⋯. 

Di qui anche la riduzione della trigonometria all’algebra mediante le uguaglianze  

𝑐𝑜𝑠𝜃 =
𝑒 𝑖𝜃 +𝑒−𝑖𝜃

2
   e  sen𝜃 =

𝑒 𝑖𝜃−𝑒−𝑖𝜃

2𝑖
 

Vedi ANTOLOGIA 

 

Come giustificare la (2)?: 

1 + 𝑥 = 1 + 𝑥 

(1 + 𝑥)2 = 1 + 2𝑥 + 𝑥2 

(1 + 𝑥)3 = 1 + 3𝑥 + 3𝑥2 + 𝑥3  

………………………………………… 

Dal binomio di Newton alla serie binomiale sviluppando con la formula di Taylor [Vedi 

ANTOLOGIA] 

Triangolo di Tartaglia e coefficienti binomiali. Combinazioni e permutazioni. 

 

Considerate le serie: 

1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + ⋯… 

1 + 2𝑥 + 3𝑥2 + 4𝑥3 + ⋯… 

1 + 3𝑥 + 6𝑥2 + 10𝑥3 + ⋯… 

1 + 4𝑥 + 10𝑥2 + 20𝑥3 + ⋯… 

I coefficienti tracciano un viale del triangolo di Tartaglia. Conoscete la somma di una di queste 

serie? Potete trovare la somma delle altre? C’è una regolarità? 

Ad esempio è vero che: 

1 + 3𝑥 + 6𝑥2 + 10𝑥3 + ⋯ = (1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + ⋯ )3? 

E che, in generale è: 

 𝑚
𝑚
 +  𝑚+1

𝑚
 𝑥 +   𝑚+2

𝑚
 𝑥2 + ⋯…+  𝑚+𝑘

𝑚
 𝑥𝑘 + ⋯ = (1 + 𝑥 + 𝑥2 + ⋯ )𝑚+1 = (1 − 𝑥)−𝑚+1 ? 
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ANTOLOGIA 

Da: Maria Gaetana Agnesi, Instituzioni Analitiche ad uso della gioventù italiana, vol. II, 1749 
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ANTOLOGIA 

Da: S.M. Nikolskij, Corso di Analisi Matematica, vol.1, Edizioni Mir, 1985 
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Da:  Thomas/Finney, Calculus, 1996 
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Da: Giuseppe Geymonat, Lezioni di Matematica1, Levrotto&Bella, 1981 

Pag. 223 
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